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Д-1 Интегрирование дифференциальных уравнений движения точки, 

находящейся под действием постоянных сил 

Материальная точка начинает двигаться из точки А со скоростью vA, по 

траектории ABC. По прямолинейному участку AB точка движется под 

действием активной силы P в течение времени t1 и проходит путь s1. По участку 

BC точка движется в течение времени t2 (рисунок 1). Определить скорость vA, 

размер d, скорость точки D (vD) через время t3 после отрыва точки от наклонной 

плоскости. Известно: m = 2кг, µ = 0,4, s1 = 5 м, P = 3 H, t1 = 1 c, h = 5 м. 

 

Рисунок 1 – Исходная схема 

Решение 

Рассмотрим движение материальной точки на участке АB. На точку 

действуют: постоянная сила P, сила тяжести G, сила трения Fтр, нормальная 

реакция опоры  N. Введем систему координатных осей x, y с началом в точке A. 

Запишем динамические уравнения движения в проекциях на оси координат: 

∑= iFam , 

трFPGmax −°+°= 15cos45cos1 ; 

°−°−= 75cos45cos1 PGNma y . 

Так как точка движется вдоль оси  x, то ax1 = aτ,  ay1 = 0. Тогда 

тр15cos45cos FPGma −°+°=τ ; 
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°−°−= 75cos45cos0 PGN . 

Отсюда находим  

.6,14259,03707,08,9275cos45cos HPGN =⋅+⋅⋅=°+°=  

Сила трения равна  

.84,56,144,0 HNFтр =⋅=µ=  

Определяем ускорение точки на участке АB:  

./46,5)84,5966,03707,08,92(
2

1
)15cos45cos(

1 2
тр cмFPG

m
a =−⋅+⋅⋅=−°+°=τ

Известно, что 
dt

d
a

v
=τ . Имеем дифференциальное уравнение 

46,5=
dt

dv
. 

Разделим переменные и проинтегрируем полученное равенство 

dtd 46,5=v , 

∫∫ =
t

dtd

0

46,5
v

vA

v , 

t46,5=Av-v , 

t46,5+= Avv  - закон изменения скорости точки на участке АB. 

Найдем закон движения точки. Так как 
dt

ds
v = , то можно записать 

дифференциальное уравнение 

t
dt

d
46,5+= Av

s
. 

Разделим переменные и проинтегрируем полученное равенство 

dttds )46,5( += Av , 

∫∫ +=
ts

dttds

00

)46,5( Av , 

2
2

73,2
2

46,5 tt
t

ts +=+= AA vv - закон движения точки. 

В положении B v = v B, t = t1 = 1 c, s = s1 = 5 м. Подставляем в закон 

изменения скорости и в закон движения: 

.73,2

,46,5
2
111

1

tts

t

+=

+=

A

AB

v

vv
  →  

.73,25

,46,5

+=

+=

A

AB

v

vv
 

Отсюда находим  
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./73,746,527,2

,/27,273,25

cм

cм

=+=

=−=

B

A

v

v
 

Рассмотрим движение точки на участке BC. На точку действует только сила 

тяжести G. Введем новую систему координатных осей с началом в точке B. 

Запишем динамические уравнения движения в проекциях на оси координат: 

∑= iFam , 

,0=xma                           ,Gmay =  

,0=xa                           ,gay =  

Из кинематики известно 
dt

d
ax

xv
= , 

dt

d
ay

yv
= . 

Чтобы найти законы изменения проекций вектора скорости решим 

дифференциальные уравнения: 

,0=
dt

d xv
                      ,g

dt

d
=

yv
 

,0=xvd                       ,gdtd =yv  

,0=∫
x

Bx

v

v
xvd                   ,

0

∫∫ =
t

dtgd

y

By

y

v

v

v  

,0=− Bxx vv               ,gt=− Byy vv  

Из расчетной схемы находим проекции вектора скорости точки в положении B:  

,45cos °= BBx vv               .45cos °= BvvBy  

Таким образом, получаем 

 ,45cos °= Bx vv               .45cos gt+°= Bvvy  

Найдем законы изменения координат точки на участке BC. Известно: 

dt

dx
=xv , 

dt

dy
=yv . 

Решим дифференциальные уравнения 

,45cos °= Bv
dt

dx
              .45cos gt

dt

dy
+°= Bv  

Разделим переменные и проинтегрируем 

,45cos dtdx °= Bv               ,)45cos( dtgtdy +°= Bv  

,45cos

00

∫∫ °=
tx

dtdx Bv               ,)45cos(

00

∫∫ +°=
ty

dtgtdy Bv  
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,45cos tx °= Bv               
2

45cos
2

t
gty +°= Bv . 

Получили законы изменения координат точки. 

В положении С точки: x = xC = d+EK = d+h/tg 60°, y = yC = h, t = t2. 

.
2

45cos

,45cos60/
2
2

2

2

t
gth

ttghd

+°=

°=°+

B

B

v

v

            

Подставим значения известных величин и решим систему уравнений. 

.9,445cos73,75

,45cos73,760/5
2
22

2

tt

ttgd

+°=

°=°+
 

,0547,59,4 2
2
2 =−+ tt  

;92,1279,45447,5 2 =⋅⋅+=D  

.6,0
8,9

3,1147,5
2 ct =

+−
=  –  время движения на участке BC. 

Находим расстояние d. 

.38,09,26,047,560/1045cos73,7 2 мtgtd =−⋅=°−°=  

Определим скорость точки в положении D в момент времени t3 = 0,4 c: 

,/47,545cos)( 3 cмt =°== BxDx vvv  

./39,94,08,947,545cos)( 33 cмgtt =⋅+=+°== Bvvv yDy  

Модуль скорости равен 

,/88,1039,947,5
2222

cм=+=+= DyDxD vvv  

Ответ: vA = 2,27 м/c, d  = 0,38 м, vD = 10,88 м/c. 
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Д-2 Применение общих теорем динамики точки к исследованию ее движения 

Шарик массой m движется внутри полой трубки, расположенной в 

вертикальной плоскости. На прямолинейном участке AB длины LAB установлена 

пружина с коэффициентом жесткости c, которая в начальном положении сжата на 

∆l. После возвращения пружины в недеформированное состояние шарик 

отделяется от пружины и продолжает движение. На прямолинейных участках 

коэффициент трения скольжения шарика по трубке µ, на криволинейных участках 

трение не учитывать. На основании исходных данных, приведенных в таблице, 

определить скорости шарика в положениях B, C, D.  

Известно: m = 0,3 кг, µ = 0,15, с = 520 Н/м, ∆l = 10 см, LAB = 0,6м, R = 0,5 м, 

tCD = 1,5 c, α = 30°, β = 45°. 

 

Рисунок 2 – Исходная схема 

Решение 

Рассмотрим движение шарика на участке AB. Так как на данном участке задано 

перемещение, то для определения скорости в положении B применим теорему об 

изменении кинетической энергии: 

∑=− )(
22

i
AB FA

mm

22

vv
 

На участке AB на точку действуют сила 

тяжести, сила трения, реакция опоры и сила 

упругости (рисунок 3). Следовательно 

)()()()()( упртрi FANAFAGAFA +++=∑ . 

Рисунок 3 
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Определим работы каждой из действующих сил. 

Дж,88,05,06,08,93,0sin)( 1 −=⋅⋅⋅−=α−=∆−= ABmgLhmgGA  

ABтр NLFA µ−=)( . 

Чтобы найти силу N, запишем основной закон динамики точки в проекции на 

ось y 

α−= cosGNmay , т.к. движение вдоль оси y отсутствует, то ay = 0. 

Тогда α= cosGN  и 

Дж.23,0866,06,08,93,015,0cos)( −=⋅⋅⋅⋅−=αµ−= ABтр LGFA  

.090cos)( =°= ABNLNA  

Работа силы упругости определяется по формуле 

[ ]2
0

2
1

2
)( ll

с
FA ∆−∆−=упр . 

В начальный момент по условию пружина была сжата на ll ∆=∆ 0 . Когда 

шарик отделяется от пружины, она принимает свое недеформированное 

состояние, т.е. конечная деформация 01 =∆l . Тогда 

Дж.упр 6,21,0
2

520

2
)( 22

==∆= l
с

FA  

Суммируем работы сил Дж.49,16,223,088,0)( =+−−=∑ iFA  

Подставляем в выражение теоремы для участка AB с учетом vA = 0 м/c 

получаем 

49,1
2

=
2

Bmv
. 

Отсюда находим скорость в положении B 

.15,3
3,0

98,249.12
м/c==

⋅
=

m
Bv  

Рассмотрим движение шарика на участке BC. Так как на данном участке 

задано перемещение (его можно найти через заданные радиусы и углы), то 

используем теорему об изменении кинетической энергии 

∑=− )(
22

22

i
BC FA

mm vv
. 
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Рисунок 4 

На криволинейном участке BC на шарик действуют сила тяжести и реакция 

опоры: 

)()()()( GANAGAFA i =+=∑ , 

т. к. .0)( =NA  

.)( 2hmgGA ∆=  

Из геометрии схемы определим ∆h2.  

CQBKCEh −==∆ 2 , м43,030cos5,0cos =°=α= RBK ,  

м06,0)245cos3(2cos3 =−°=−β=−= RRROCOQCQ . 

Тогда м37,006,043,02 =−==∆ CEh . 

Подставляем в выражение теоремы 

2

22

22
hmg

mm BC ∆=−
vv

, сократим на массу m 

2

22

22
hgBC ∆=−

vv
, 

.14,437,08,9215,32 2
2

2 м/с=⋅⋅+=∆+= hgBC vv  

Рассмотрим движение материальной точки на участке CD. На участке CD 

на материальную точку действуют: сила тяжести, нормальная реакция, сила 

трения скольжения (рисунок 5). Так как на участке CD известно время 

движения точки, то для определения скорости в 

положении C применим теорему об изменении 

количества движения материальной точки. 

Рисунок 5 
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.)(
0

∑∫∑
τ

==− dtFFSmm iiCD vv  

Спроецируем выражение теоремы на оси координат: 

Dx: ,
0

∫−=−
CDt

трCD dtFmm vv  

Dy : .)(0
0

∫ −=
CDt

dtGN  

Проинтегрируем полученные выражения 

.)(0

,

CD

CDтрCD

tGN

tFmm

−=

−=− vv
 

Из второго уравнения находим N = G. Тогда сила трения на участке СD будет 

равна .mgNFтр µ=µ=  Подставляем в первое уравнение 

CDCD mgtmm µ−=− vv , 

CDCD gtµ−=− vv . 

Отсюда находим скорость в положении D 

м/с.94,15,18,915,014,4 =⋅⋅−=µ−= CDCD gtvv  

Ответ: vB = 3,15 м/c, vC = 4,14 м/c, vD = 1,94 м/c. 
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Д-3 Динамика простейших движений твердого тела 

Рейка 1 движется в горизонтальных направляющих под действием силы F, 

приводит в движение ступенчатый блок 2 и вал 3 (рисунок 6). Считая нить 

нерастяжимой определить ускорение рейки 1. 

Известно: F = 2mg, Н, Mc = 2mgr, Н⋅м, m1 = m, m2 = 2m, m3 = m, радиус 

инерции блока 2 – 32 ri z = , R = 2r, r3= 0,8r, вал 3 считать сплошным 

однородным цилиндром. 

 

Рисунок 6 – Исходная схема исследуемой механической системы 

Решение 

Разобьем систему на составляющие тела. На рейку 1 действуют сила 

тяжести, активная сила и в точке зацепления рейки и блока (точка С) нормальная 

сила и окружное усилие. Рейка движется 

поступательно. Ее движение описывается с 

помощью теоремы о движении центра масс 

                                                                            ∑= iFam 11 . 

          В проекции на ось x  

                           SFam −=11                                (1) 

Блок 2 совершает вращательное движение вокруг оси, 

проходящей через его центр масс. На него действуют: сила 

тяжести, реакции шарнира O, сила натяжения, в точке С – 

нормальная сила и окружное усилие (рисунок 8). Движение 

блока 2 описывается с помощью уравнения 

Рисунок 7 

Рисунок 8 
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                                                     ∑=ε )( внеш
iz FMI . 

С учетом действующих сил получаем 

TrSRI z −=ε22                                                        (2) 

Рассмотрим тело 3 (рисунок 9). Вал совершает вращательное движение. На него 

действуют: сила тяжести, реакции шарнира А, сила натяжения Т, момент 

сопротивлении Мс. Положительное направление вращение 

вала – по ходу часовой стрелки. Движение блока 3 

описывается с помощью уравнения: 

cz MTrI −=ε 333                                                     (3) 

 

Сведем в систему три динамических уравнения тел системы 









−=ε

−=ε

−=

cz

z

MTrI

TrSRI

SFam

333

22

11

                                                   (4) 

Определим моменты инерции вращающихся тел. Для блока 2 задан радиус 

инерции i2. Значит, момент инерции будет определяться по формуле 

22
2

2
222 4)2( mrrmimI z === . 

Т.к вал 3 сплошной однородный цилиндр то: 
2

2
33

3

rm
I z =   

Устанавливаем связь между ускорениями. Так как надо определить ускорение 

груза 1, то выразим ε1, ε2, через a1. 

Т.к. RC ⋅ω== 21 vv , то Raa C 21 ε== ;→ 
r

a

R

a

2

11
2 ==ε , 

332 rr ⋅ω=⋅ω  или  
r

r
r

2

1
33

v
=⋅ω , 

r

ra
r

2

1
33 =⋅ε , → 

3

1
3

2r

a
=ε . 

Подставим полученные соотношения для ускорений в систему (4) 

Рисунок 9 
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













−=

−=

−=

.
22

;
2

4

;

3
3

1
2

33

12

11

cMTr
r

arm

TrSR
r

a
mr

SFam

                                               (5) 

В данной системе три неизвестные: a1, T, S. Из первого уравнения системы 

(5) выражаем силу S 

11amFS −= . 

Из третьего уравнения системы (5) выражаем силу натяжения нити T 

3
2

1
2

33

3
22 r

M

r

arm
T c+= . 

Подставляем выражения для сил во второе уравнение системы (5) 

r
r

M

r

arm
ramF

r

a
mr c )
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Отсюда выражаем ускорение а1: 

3
112

1
2

3312 22
222

4

3
r

rM
rFram

r

rarm

r

a
mr c−=++ , 

3
1 2)2

4
2(

r

rM
rFrm

mr
mra c−=++ , 

./46,3
4,3

2,1

25,48,0

28,022

)2
4

2(

2 2

3

3
1 cм

g

mr

mgrrmg

m
m

mr

MFr
a c ==

⋅

−⋅⋅
=

++

−
=  

Ответ: а1 = 3,46 м/с
2
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